1^. Approximations discrètes de la 

densité d'états surfacique presque 

> périodique 

o ■ 

m 
(N 

Q '■ 1 Enoncés des résultats 



Soit d = di + d2 avec di, d2 G IN. On identifie x E IR'^ avec {xi,X2) G 
WV^^ xH'^^ et on s'intéresse à l'opérateur de Schrodinger sur L^(]R'^) avec le po- 
■ tentiel continu, presque périodique par rapport xi G H*^^ et décroissant suff- 

isamment rapidement en variable X2 G IR'^^. Plus précisément soit CAPÇIR'^^) 
l'espace des fonctions continues presque périodiques IR"^^ — > C, défini comme 
le plus petit sous-espace fermé de L°°(1R'^^) contenant toutes les fonctions 
exponentielles {xi — > e*''"^^ j^gj^di et soit v : IR"^ — > IR la fonction vérifiant 
les hypothèses 



O 



(Hl) il existe (5o > et C > tel que pour tout {xi,X2 on ait 

><■ 

\V{XI,X2)\<C{1+\X2\)-'^'-^' (1.1) 

(H2) la formule X2 f (-, X2) définit l'apphcation continue IR'^^ CAP(1R'^^), 
011 CAPiJR'^^) est défini comme au dessus avec la norme héritée de L~(1R'^^). 

Sur l'espace de Hilbert L^(1R'^) on considère l'opérateur auto-adjoint 

H = -A + V, (1.2) 

011 A est l'opérateur de Laplace et 

{Vip){x) = v{x)ip{x) pour ifi G L'^iU'^). (1.2') 
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Si Z C IR'^ alors xz '■ IR"' {0, 1} désigne la fonction caractéristique de Z 
et pour L, L' > soit Xl l'opérateur défini sur L^(1R'^) par 

iXLV){x) = X[-L; L['iix[-L'; L'['i2{x)(p{x) pOUr ip G L^(IR'^). (1.3) 

Alors il est bien connu que pour toute fonction test / G C^(]R) les opérateurs 
Xi'/(— A) et Xl Î{H) appartiennent à la classe d'opérateurs à trace sur 
L^(]R'^) et on peut introduire 

TVf = (2L)-'^^tr^.(„,.)xi'(/(i^) - /(-A)). (1.4) 

Dans la Section 3 on donnera la preuve de 

Théorème 1.1 On suppose que le potentiel de l'opérateur de Schrôdinger 
H vérifie les hypothèses (Hl) et (H2). Alors pour toute fonction f G C^(IR) 
il existe la limite thérmodynamique 

N{f, H) =lim Nt{f,H). (1.5) 

La distribution / — > N{f, H) s'appelle la densité surfacique d'états de H 
et on donnera la preuve du fait qu'elle est la limite des densités surfaciques 
d'états des opérateurs aux différences finies H'^ agissant sur le reseau /iZ*^ = 
{/in e IR"* : ne Z'^} de taille h g]0; 1] quand h ^ Q. 

Plus précisément soit P{h'Z.'^) l'espace de Hilbert dont les éléments sont les 
applications (p : /iZ*^ — > C telles que 

ll<^IU = (E l<^(Mr)'^'<oo (1.6) 

et dont le produit scalaire est donné par la formule 

{¥>,i')H= E ^{hn)ïï}m). (1.6') 

Alors le laplacien discret agit sur ip e t^ifiE!^) selon la formule 

( aV) (M = E ^^^^ ^ ^^'^ ~ ^'^^^^^ ^ ^^^^ ~ ^^"^ (1 7) 
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où Cl = (1, 0, 0), . . . , = (0, 0, 1) est la base canonique de ]R°' et soit 

^ _^h ^ yh^ ^^ g^ 

OÙ est défini à l'aide du potentiel v par la formule 

(y^^){hn) = v{hn)<f{hn) pour ip e l^iKÏÏ.^). (1.8') 
Par analogie au cas continu on définit 



(1.40 

oii Shk{hn) = si n 7^ et 8hk{hk) = 1. Alors on a 

Théorème 1.2 On suppose que est donné par (1.8) avec v vérifiant les 
hypothèses (Hl) et (H2). yl/ors ]?our toute fonction f G C^(IR) existe la 
limite thermodynamique 

N{f,H'^) = \im Ntif,H^). (1.9) 

L— >oo 

De p/us pour tout e > on peut trouver L^, > tels que 

sup sup N{f,H^)-Ntif,H^) <e. (1.9') 

L>Ls 0<h<he 

En ce qui concerne les preuves présentées dans la suite, les résultas de 
Théorème 1.1 et 1.2 concernant la famille des pavés [—L; seront obtenus 
grâce à l'étude des pavés [— L; L['^^x[—L'; L'['^^. En particulier on prouvera 

Théorème 1.3 Soit f G C^(IR) etL' >1. Alors les limites 

7V^'(/, H) = lim iVf '(/, H), 7V^'(/, H'^) = lim iVf (/, H^) (1.10) 

_L— >oo L— >oo 

existent et pour tout e > on peut trouver L^, /i^ > te/s gue 

sup sup N^'{f,H'')-Nt'{LH'^) <e. (1.10') 

L>Le 0<h<hs 

De plus il existe une constante C > telle que pour tout L' > 1 on ait 

\N'^'if,H)-Nif,H)\ <CL'-'", (1.11) 
sup \N^'{f,H'') - N{f,H'')\ <CL'-^°. (1.11') 

0<h<l 
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Il est également possible de retrouver N{f, H) et N{f, H^) utilisant le procédé 
suivant 

Théorème 1.4 Soit / G C^(IEl) etL>l. Alors les limites 

N^if, H) = Uni iVf (/, H), NlU\ H^) = lim < (/, H^') (1-12) 

existent et on peut trouver une constante C > telle que pour L,L' > 1 on 
ait 

\Nj:'{f,H)-NL{f,H)\ < CL'-'\ (1.12') 
sup |7Vf(/, H^) - N^if, H')\ < CL'-'\ (1.12") 

0<?i<l 

Si l'opérateur xT défini sur L^(1R'^) par la formule 

ixTv){x) = X[-L;L[rfix]R<^2(2^)¥'(^) pour V e L'^i'SV^), (1.13) 

alors xT{f{H) — /(—A)) appartient à la classe d'opérateurs à classe sur 
L^(]R'^) et on a les expressions 



Nr.{f, H) = {2L)-'^ trxTifiH) - /(-A)), (1.14) 
1 

(2L)« 



où la série (1-14') converge absolument. De plus on a 



(1.14') 



N{f, H) = lim 7V^(/, H), N{f, H^) = lim 7V^(/, H^) (1.15) 
et pour tout e > on peut trouver L^, > tels que 



sup sup 

L>Le 0<h<he 



NL{H\f)-N{H\f) <e. (1.15') 



Enfin dans la Section 4 on prouvera 

Théorème 1.5 Pour toute fonction f G C^(IR) on a 



N{f,H) = ]imN{f,H^). (1.16) 

h—^0 



Le résultat du Théorème 1.5 permet d'obtenir 

Théorème 1.6 (a) On désigne par snpp N{-, H) (respectivement snpp N{-, H^)) 
le support de la distribution f N{f,H) (respectivement f N{f,H'^)). 
Alors 

suppN(-,H) ^{XeWi: limdist (suppA^(-, A) =0}. (1.17) 

(b) On désigne par cf{H) (respectivement a{H^) ) le spectre de V opérateur H 
(respectivement ) . Alors 

a{H) = {A e M : lim dist {a{H''), A) = 0}. (1.18) 

h—*0 

(c) On a 

(T{H^)r\\ - oo; 0[ = supp N{-, H^)r\\ - oo; 0[, (1.19) 

(T{H)r\] - cx); 0[ = supp iV(-, H)r\] - cx); 0[. (1.19') 

On peut remarquer que l'assertion (a) du Théorème 1.6 résulte immédiatement 
du Théorème 1.5 et l'assertion (b) résulte des propriétés obtenues au cours 
de la preuve du Théorème 1.5. Ensuite (1.19) a été démontré par Charour 
[??] et utilisant (1.19) avec (1.17), (1.18) on obtient (1.19'). 



2 Idées de base 

Soit i3(7i) l'algèbre des opérateurs bornés sur l'espace de Hilbert Ti et soit 
Bi{7i) l'idéal des opérateurs à trace. Si {ej)jç.j est une base orthonormée 
de l'espace de Hilbert séparable V, (c'est-à-dire J est dénobrable), alors par 
définition A e Bi{n) 

tr^^l = E (^e,' Cj)^ pour A G i3i(7i). (2.1) 

Si p > 1 alors par définition A e Bp{n) ^ {A*A)p/'^ e Bi{n) et 

\\A\\s,in) = {trn{A*Ar/'fr (2.2) 

On abrège 

B = i3(L2(lR'^)), B'' = Bil^KE")), (2.3) 
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Bp = Bp{L\JR^)), Bi = B,{l\h7l.')), (2.3') 
trL2(Kc^) A^trA, tr;.(^2.) A'' = tr'^ A\ (2.3") 
En introduisant l'opérateur x^'^ e B^ défini par 

{XL^''P){hn) = X[-L;L[''ix[-L';L'[d2{hn)(p{hn) pour ip e f {h'Z.'^) (2.4) 

et utilisant le fait que (^/ifc)^^^^ est une base orthonormée de /^(/iZ'^) on 
trouve l'expression 

Nt'{f,H^) = (2L)-'^Hr''xL'^'(/(^') -/(-A'^))- (2.5) 

Dans la suite on considère le pavé unité C{y) — {x E H*^ : x — y E [0; If*^} 
pour y G M'^ et on définit Xy ^ ^, Xy ^ ^'^ P^r 

iXy'P){x) = XCiy){xMx) pOUr if G L2(]R'^), (2.6) 

(x»(M=Xc(y)(M</'(M pour(^eZ2(/iZ'^). (2.6') 

Soit /C un ensemble (à préciser plus tard) et on suppose que £ L°°(iR'^) 
est réelle pour tout k E K. On va étudier les opérateurs auto-adjoints 

i/, = -A + K, H^^ = -^'' + V!: (2.7) 

{V,ip){x) = ^;«(x)(/^(x), (KV)(M = ^;k(M</'(M- (2-7') 
L'énoncé du résultat clé pour la suite est le suivant 

Proposition 2.1 Soit f G C^(IR) et {H^)i^^ic donnés par (2.7). 
(a) On suppose qu'il existe Cq > telle que 

\\V,\\b= sup \v,{x)\ <Co (2.8) 

pour tout K E K.. Alors il existe une constante C > telle que 

\\XyfW\W + \\xif{H!:)\\s.<C (2.9) 

pour tout K, e IC, y e M!^ et < h < 1. 
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(b) Soit ô > 0. On suppose 

Ms,n,K'^ SUp {1 + \X2\Y\V^{XI,X2) -V^,{xx,X2)\ < OO. (2.10) 
(a;i,a;2)eIR'* 

Alors il existe > telle que 

\y2\'\\X(y..y.){fiH.) - f{H.'))X(yuy.)\\B, < CsM^,,,,., (2.11) 
b2|'llX(....)(/(^') - fiH!:>My,,yJ\Bl < CsMs,.,.> (2.11') 

pour tout k' E K,, y E M!^ et < h < 1. 
Alors la Proposition 2.1 implique 

Corollaire 2.2 (a) Il existe une constante Co > telle que 

sup |7VfH/, H) - Nt%f, H)\ < Co{L^'° + L^'"), (2.12) 

L>1 

sup sup |7V^^(/, H^^) - N^'if, Hf^)] < CoiL-'" + L"^"). (2.12') 

L>1 0<h<l 

(b) Les Théorèmes 1.1, 1.2 et 1.4 résultent du Théorème 1.3. 

(c) Il existe une constante C > telle que pour tout L, L' >1 on ait 

snp |A^f;,(/, H) - Nfif, H)\ < CL~\ (2.13) 

0<p<l 

sup sup |7Vf; (/, H) - Nè\f, H)\ < CL-\ (2.13') 

0<p<l 0</i<l 

Preuve, (a) On suppose L2 > Li. Alors 

Ntif. H^) - N^lKL H^) = (2L)-'^Hr'^(x^'^^ - Xl'^^)(/(^') - /(-A'^)). 

(2.14) 

On introduit 

A(L, Li) = (Z<^i n [-L; L['^i) x (Z'^^ \ [-{L, - 1); L, - 1['^^) (2.15) 
et on remarque que 

E X;(Xl'^^-Xl'^^)- (2.16) 

î/eA(L,Li) 



Cependant utilisant Proposition 2.1 avec Vj} = V^, Vj^i = on voit que 
Ms^k,k' < oo avec 5 = et 5 = + et (2.11') permet d'estimer 

Xl,y.){xi'' - xi''){f{H') - f{-A^))\ < C{1 + \y2\)-'^-'°, 

donc la valeur absolue de (2.14) est majorée par 

sup J2 C{l + \y2\)-'''-^' <CiL:[^°. 

y^^^"^ {î/2ez''2: \y2\>Li-i} 

(b) D'abord on va vérifier que le Théorème 1.2 résulte du Théorème 1.3 et du 
Corollaire 2.2(a). Pour obtenir l'assertion du Théorème 1.2 on doit montrer 
que pour tout £ > il est possible de trouver L^, > tels que 

L2>Li>L,^ sup \Nt!if,H'')-N}:l{f,H'')\ < s. (2.17) 

0<h<he 



Soit Co > la constante du Corollaire 2. 2 (a) et L'^ tel que CqL'^^" < e/S. 

Ensuite l'assertion du Théorème 1.3 permet de trouver > L'^ et > 
tels que 

\N^^{f, H^) - N'^'^if, H')\ + |7V^H/, H') - Nt^if, H^)\ < ^ (2.18) 
pour < h < h^. Ainsi (2.18) et (2.12') imphquent 

\Nj:-^{f,H^)-N}:i{f,H')\ < \Ni:^{f,H^)-Ni:^{f,H'^)\+ 

l<k<2 

pour L2 > Li > L^, < h < hf, et il est clair que l'assertion du Théorème 
1.1 s'obtient du Théorème 1.3 et du Corollaire 2.2(a) de manière analogue. 
En ce qui concerne Théorème 1.4, il est évident que l'assertion du Corollaire 
2.2(a) implique l'existence des limites (1.12) et les estimations (1-12'), (1.12"). 

Ensuite pour justifier {f{H) — /(— A))x|° G Bi on remarque que la suite 
{{f{H) — f{—A))xL )L'e]N est Cauchy dans Bi et sa limite dans Bi coincide 
avec if {H) - f{-A))xf car \mvL'^oo\\xt^ - XlVII = pour tout iç G 
L^(1R'^). De la même manière on trouve que {{f{H^) - f{-à!^))xL )L'&m 
converge dans B\ vers {f{H^) - /(-A'*))xl'°°, où 

{XL°°^){hn) = X[_L;L[dixR'i2(M¥'(M pour (p G l'^{hT^). (2.19) 
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Ainsi on a 

Nr^if,H'^) = (2L)-'^Urx^'~(/(i/'^) - /(-A'^)) (2.20) 

et par conséquent la série (2.14') converge absolument. Finalement pour tout 
£ > il existe L'^ > tel que 

L<L'^^ sup sup \NL{f, H^) - Ntif, H^)\ < CoL'-'° < s/2, 

0<h<l L>1 

donc (1.15") résulte de (1.9'). 

(c) Soit A'(L) = Z'^i n ([-(L + 2); L + 2]'^' \ [-{L - 1); L- 1]'^'). Alors 

2/eA'(L)xZ''2 

et compte tenu du fait que card A'(L) < CqL'^^^ on a peut estimer le membre 
gauche de (1-13') par 

CL-' sup Y. IIX(.i,..)(/(i^')-/(-A'^))X(,„,,)||Bi 

< E (1 + 1^2!)-''^-^° < CL-\ A 

Corollaire 2.3 Pour prouver Théorème 1.5 il suffit de montrer que pour 
toute fonction G Co°°(IR'^) on a 

^mye'\f{H')-f{-A'^)) = tr0(/(if) - /(-A)), (2.22) 

OÙ © et sont les opérateurs de multiplication 

{Qip){x) = 9{x)ip{x) pour (p e L'^ÇSR'^), (2.23) 
{e^ip){hn) = e{hn)ip{hn) pour ip G t^iKT^). (2.23') 
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Preuve. L'assertion du Thcorcmc 1.4 sera démontrée si on montre que pour 
tout £ > il est possible de trouver L^, > tels que 

L>L,^ sup \Nt{f,H'^)-Nt{f,H'^)\ < s. (2.24) 

0<h<hs 

Soit Co > la constante du Corollaire 2.2(a) et tel que CqL^^° < e/8. 
Ensuite pour L > on peut choisir 9l G C^{Ii'^) telle que < 9l <1,0l ^ 1 
sur [— L; L[^ et supp^^ C [—L — 1; L + ![''■. On introduit les opérateurs Ql 
et Q'i définis par 

{eL^){x) = 9LixMx) pour if G L^JR''), 

{Ql(p){hn) = eL{hn)ip{hn) pour cp e P{h'^'^) 
et on montre qu'il est possible de choisir tel que 

L>L,^ sup \Nè{f,H^)-tr'^e1ifiH^)-fi-A^))\ < s/A, (2.25) 

0<h<he 

L>L,^\Nè(f,H)-trer^(f(H)-f{-A))\ < s/A. (2.25') 
En effet pour obtenir (2.24) on remarque que 

2/6A(L,L)U(A'(L)xZ''2) 

oii A(L, L) et A'(L) sont comme dans la preuve du Corollaire 2.2. Alors de 
la même manière on trouve 

E (e^ - xiVyim') - f{-A'^))\ < CoL-'\ 

2/eA'(L)xZ'*2 

E Itr" {01 - Xl'^)xÎ(/(^^') - /(- A'^)) I < CiL-i 

yeA{L,L) 

et (2.25) est assuré si manière analogue on obtient 

(2.25') et pour terminer la preuve de (2.24) il suffit de remarquer que (2.22) 
assure l'existence de hg > tel que 



sup 

0<h<he 



i,^e1{f{H^) - fi-A'^)) - trer.{f{H) - /(-A)) < e/2. A 
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Lemme 2.4 Soit e > 0. Alors on peut trouver N[e) e IN, 7^^^ e IR' 
Ve,k e C^iM"^^) pour A; = 1, . . . , N{e) tels que 



d2 



N(e) 
k=l 



< e. 



où e^^^ e B{f{hT^')), V^'^f^ e B{f{hT^^)) sont donnés par 

(e!;^^(^i)(/ini) =e^'*"i^^-Vi(^m) pour (^1 G l^KE.'^'), 

{K%f2){hn2) = Ve,k{hn2)(f2{hn2) pour (p2 e h^{h'ïï.'^^). 

Preuve. Soit £ > et We{xi,X2) = v{xi,X2)9e{x2) où 9^ G C^(]R'^^) est 
choisie telle que < ^£ < 1 et \v{x) — We{x)\ < e/2 pour tout x G IR'^. 
Ensuite on remarque que pour tout s' > il existe S' > tel que 



1X2 — x'ol < Ô' 



SUp \Ws{Xi,X2) - We{Xi,X2)\ < e' 



et utilisant p. ex. les formules de polynômes de Bernstein on peut trouver 
les coefficients CN,y2,v,£ £ Œl tels que pour tout xi G IR''^ X2 G supp^^ on ait 



v{Xi,X2)- v{Xi,y2/N{e))cN{e),y2,v,eX2 



!/2eZ''2nsuppÉ>e 
{i/SZ''2: |,/|<2diJV(e)} 



< 



si N{e) G INF est choisi suffisamment grand. 

Pour terminer la preuve on remarque que v{-, N[e)~^y2) G CAP(IR''^) permet 
de trouver N'{e) et Ce^k,y2 ^ l£,k,y2 ^ ^'^^ pour k — 1,. . . , N'{e) tels que 



We{xi,X2)- Y. Ce,k,y2(i''''^''''-''^Ve,k,y2{x2) 



î/2eZ"2nsupp 
l<fc<JV'(e) 



e 

^2 



avec 



Ve,k,y2[.X2 



Y. CN{e),y2,y,eX20e{x2). 



A 



\u\<2d-i_N{e)} 
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3 Preuve de Théorèmes 1.1-1.4 

La preuve est basée sur l'étude de la famille d'opérateurs (-f^z)2g]Rdi définis 
sur (M'') par la formule 

i/, = -A + K, (3.1) 
{V,^){x) = v{xi + z,X2)^{x) pour ^ e L^iJR"^). (3.1') 
On commence par l'énoncé du résultat clé de cette section : 

Proposition 3.1 Soit f G C^OR), L' el^ etyiE 1L^\ On pose 

<» - E trx(,,,,)(/(i^.) - /(-A)), (3.2) 

2/2 6I-L'; L'f^ 

OÙ I - L'; L'I = Z n [-L'- L'[. Alors u^^ e CAP{WC^'). 

Preuve du fait que Proposition 3.1 implique Théorème 1.1 

Soit T(^z,o) l'operateur de la translation, {T(^z,o)'^){x) = ip{xi — -2, 2:2). Alors 

H ^ T^z,0)HzT^-z,0), X(2/l,2/2) = ^(2/l,0)X(î/i,î/2)^(-2/l,0), (3.3) 

^^^-yi,o)X{o,y2)f{Hyi)T^yi,o) = trx(yi,2/2)/(iï") (3.4) 
et il est clair que 

<'(0)=ii^'(yi). (3.5) 
Ainsi notant par [L] la partie entière de L on peut écrire 

(2^)-'^^ E <'(z/i) =<](/, ^), (3.6) 

yiGl-L;Lfi 

et compte tenu du Corolaire 2.2 il suffit de montrer que pour tout £ > il 
existe > tel que 

L2>L^>L,^ \Nt[{f,H)-N}:'^{f,H)\ < e. (3.7) 

Soit Cl la constante de l'assertion du Corollaire 2.2(c) et soit > e/{4Ci). 
Alors pour obtenir (3.7) il suffit de montrer 

L2>L,>L,^ \Nli^^{f,H) - N(i^^{f,H)\ < s/2. (3.8) 
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Par définition de CAP{JR'^') on peut trouver N{s) G IN, c^^k e (D, 7e,k e R' 



di 



tels que l'on ait 



u^'{z)-u^'{z)\<e/8 



.L'i 



avec 



m; 



Nie) 
k=0 



Alors il suffit de montrer que pour tout £ > 0, la fonction 



(3.9) 
(3.10) 

(3.11) 



yi 



possède une limite quand L — > oo. En effet, la condition de Cauchy pour 
L ^e'm (/' ^) assure l'existence de > tel que 

L2>L,>L,^ Kl.](/, H) - N^;,^^{f, H)\ < s/4 (3.12) 
et (3.9) permet d'estimer 

\N;î^{f,H)-N^;^{f,H)\<e/8 (3.13) 

pour L = Li et L — L2, donc l'incgalitc triangulaire implique (3.8). 
Il reste à justifier que pour tout 7 G IR'^^ la fonction 



i^-%](7) = (2[L]) 



-di 



E 



(3.14) 



yie[-L; Lfi 



possède une limite quand L — > 00. Cependant dans le cas 7 G , 
l'assertion est évidente car 



|1 - %](7)| = |1 - (2[L])-'*k:ard | - L; Lf'\ < C/L quand L ^ 00. 

Il reste à étudier le cas 7 = (7(1), 7((ii)) ^ 27rZ'^^ Si jo G {l,...,d} est 
tel que 7(jo) ^ 27rZ, alors utilisant 



L-l 



j/=-L 



< 



(3.15) 



et |%](7)| = n,ti 
00. A 



E^=iL e'''^^^'^ < 2L-i|e'^(^°) - 1|-^ ^ quand L 
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Avant de commencer la preuve de Proposition 3.1 on va introduire des 
notations auxiliaires. Si A est un espace de Banach, alors Cpp(lR'^^; A) 
désigne l'ensemble des applications $ : IR*^^ — > A telles que pour tout £ > 
on peut trouver N{e) G JN, 7^^^ e IR'^\ A^^k e A {k ^ 1, N{e)) tels que 

sup \mz) - Eri?A,fce^""^'1U < (3-16) 

On remarque que Cpp(]R'^i; A) est un espace de Banach avec la norme 

||$||oo= sup ||$(z)|U. (3.17) 

Lemme 3.2 Si est donné par (3.1'), alors la fonction z —>■ appartient 
àCpp(lR'^i; B). 

Preuve. Soit £ > 0. Alors on a \ \V — Vq^^Wb < e avec V^'^ — 'E,k=o où 
Vs^k désigne l'opérateur de multiplication par v^^ki^) — e*'''^'*^^{;£_fe(x2) comme 
dans la Section 2. Alors 

N{e) 
k=0 

et on a \\V^ - V^^eWs = \ \T[^fi){V - Vo^e)T(z,o)\\B < e. A 

Lemme 3.3 Soit p > 1. Alors Cpp(lR^^; Bp) est un idéal bilatéral de 
l'algèbre de Banach Cpp(lR'^i; B). Sz G Cpp(lR'^i; Bp.) pour j = l, 2, 
alors on a $i$2 e Cpp(lR'^^; Bp) avec p = PiP2/{pi +^2)- 

Preuve. Si <î>j G Cpp(lR'^^; Bp.) et e > 0, alors on peut trouver A'"(£) et 
Ae,k,i e Bp., -fe,k,j elR'^' {k = l,...,Ne) tels que 

^eA^) = T.kïiA,k,é'-'^^''^^ (3.18) 

vérifie \\^j{z) - ^e,j{z)\\Bj,. < £(1 + | |$i| U + ||*2||oo)"^- Puisque 

p ^ ^ + à \ \A,k,lAe,k',2\\Bp < \ \Ae,k,l\\Bp^\\A,k',2\\Bp2, (3.19) 
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on peut trouver et A^^k € I3p, € IR-'^^ {k — 1, Ne"^) tels que 

%,,iz)%^2iz) = J2k=Ae,ke''-^-^ (3.18') 
et on peut estimer \\^i{z)^2{z) - ^e,i{^)^e,2{z)\\Bp par 

||(<î>l(z) - ^sA^))Mz)\\tS, + ||<î>,,i(^)($2(2;) - $e,2(^))||s, < 

||$i(^)-*m(^)IIh.JI*2(^)||b,, + ||$m(^)IIb.JI*2(^)-*.,2(^)||b,, <£. 

On en déduit $i$2 £ C'pp(IFl'^^; -^p) et il est évident qu'en remplaçant Bp. par 
B dans ce raisonnement on trouve que Cpp(IR''^; B) est une algèbre. Enfin 
utilisant le raisonnement analogue avec 

||^£,fc,l^£,fc',2||6p < ||^£,fc,l||B||^£,fc',2||Bp (3.20) 

on trouve que Cpp(IR'^^; Bp) est un idéal à gauche et pareillement 

||^£,fc,l^£,fc',2||Bp < p£,MllBpll^£.fc',2||s (3.20') 

permet de trouver que Cpp(IR'^^; Bp) est un idéal à droite. A 
On utilisera le résultat suivant 

Proposition 3.4 Soit Aq > 1 + 2||V^||e et pour m G INF* on pose 

= i-A + V, + Xol)-"", iR''X' = i-^^ + V!' + XoI)'"'- (3.21) 

Si p > max{m, 1 + |} et N G IN, alors on peut trouver des constantes 
CN,m > telles que Von ait 

iix.^riiB,/. + iix;(^'riiB^ <c,,m, (3.22) 

\\XyKXy'\K^ + Wx^yiRTxl'Ws^^^ < Cn^^ + Iv - t/'l)"^ (3.22') 

pour tout y,y' e'Z.'^ etO < h <1. 
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La preuve de la Proposition 3.4 sera détaillée dans le Chapitre 3. 

Preuve de la Proposition 3.1. 

On fixe mg G IN tel que mo > 1 + f . Soit s > 0. Alors le théorème de 
Weierstrass permet de trouver un polynôme d'une variable réelle, ge{s) = 
E2o Ce,ks'', tel que 



sup 

A>Ao/2 



(A + Ao)"^V(A) - ge ((A + Ao)-^) | < e/Co,mo: (3.23) 



oii Co,m.o est la constante de la formule (3.22). En posant /e(A) = (A + 
Ao)"'"°^£ ((A + Ao)-^) on obtient 

A > Ao/2 ^ ± (/(A) - A(A)) < e{X + Ao)-"^VCo,mo, 

donc 

±trXyifm - fe{H,))Xy < l^^^XyRTXy < S. (3.24) 

Ainsi il suffit de prouver que pour tout £ > la fonction 

N{e) 
k=0 

appartient à CAPÇM!^^). Pour cela on va montrer que les fonctions z 
^y,miz) = XyRT appartiennent à Cpp(lR'^\ i3i) pour m > mo. Plus précisément 
on va établir 

p > max{m, 1 + |} ^ ^y,m e Cpp(]R'^\ B^/^) (3.25(m)) 

par récurrence par rapport à m G IN*. 

On commence par m — 1. On pose R — (—A + Xq!)"^ et 

%,i,N{^)^XyRT.{-V.R)'- (3.26) 

fe=0 

Puisque < 1/2 on peut écrire 

oo 

%M^XyR{i + v.Rr'-XyRT.i-VzR)' (3.27) 

k=0 
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et on trouve 

oo 

||$.,i(^)-$.,i,iv(^)lk<||x.iî|k E l|V;iî|||<2-^||x,i?lk. (3.28) 

k=N+l 

Ainsi pour montrer (3.25(1)) il suffit de savoir que ^y,i,N G Cpp{M.'^^ , Bp). 
Mais les fonctions z — > (V^R)'^ appartiennent à Cpp(IEl'^\S) et XyR ^ ^p: 
donc il est clair que ^y,i.N G Cpp(Œl'^\ -Sp). 

Utilisant le raisonnement par récurrence on suppose que l'assertion (3.25(m)) 
est vraie pour un certain m G IN*. Alors le Lemme 3.3 assure que 

y'el-N; Nf 

et utilisant Proposition 3.4 on peut estimer 

N'>N^ \\%,m+l,N'{z) - %,m+l,N{^)\K^m+i) < 

J2 \\XyRzXy'\\Bp\\Xy'RT\\Bp/^^+r) 
y'el-N'; N'f\l-N; Nf 

< y: Cil + ly-y'ir"-' <C'/N, 

donc ^y,m+i est la limite de la suite {^y,m+i,N)NeTN dans Cpp{JR'^\Bp/^„i+i))- 
A 



Proposition 3.5 Soient f G C^{M), L' e JN, p > et yi e On pose 



'''^'^■''-tT'^xii:{f{H^)-f{-A% (3.29) 



où Xplyî £ défini par la formule 



ix),',yM{hni,hn2) = Xe{yuv2){hni/ p,hn2)^{hni,hn2) (3.30) 

y2el-L'; L'f'i 

pour {ni, 712) e Z'^i X Z'^^ ^ ^ f{h'E.'^). 
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Si e > 0, p e [|; 1] alors on peut trouver N{e) G IN, c^;-^ e (D, 'ye,k e M''' 
(k = 0, . . . , N{e) ) tels que 



sup sup 



h,L' 
p,0 



u 



N{e) 
fc=0 



<£/8, 



0</i<l 



Preuve du fait que Proposition 3.5 implique Théorème 1.2 
Au début on observe que pour p G hM.yi e Z"^^ on peut écrire 

<'o'(pyi) = tr'^r(^p,,o)xS:(/(^pV) - /(-A'^))r(^,„o), 

où T^'^^^ Q-j est l'opérateur de la translation, 

{T['^^^o^ip){hn) = <p{hni - pyi, /iris) pour (p e Z'(/iZ'^). 
Compte tenu de 

rph h,L' rph T'h rrh rph ttH 

^ {pyi ,0) Xp,0 -l-{-py-,,Q) - Xp,yi , -L {pyi ,0) pyi ^ {-pyi ,0) " 

on obtient 

En introduisant la notation [L]p = p[L/p] on trouve 

yiel-L/p; L/pfi 



et par conséquent 



yi€l-L/p; L/pfi 



(3.31) 
(3.31') 



(3.32) 

(3.33) 

(3.34) 
(3.35) 

(3.36) 



(3.37) 



Compte tenu du Corollaire 2.2 il suffit de montrer que pour tout £ > il 
existe > tel que 



L2>U>L,^ \N^^{f,H^)-N^^{f,H^)\ < s. (3.38) 
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Choisissant Lg assez grand et utilisant Corollaire 2.2(c) on voit que pour 
obtenir (3.38) il suffit de montrer que pour un choix convenable de p{h,e) G 
[1/2; 1] n/iIN on ait 

L,>L,>L,^ lArji;^^^^^^^ (/, H^^) - 7V[i;j^^^^^^ (/, H') \ < e/2. (3.39) 
Soient c^'^, js,k choisis comme dans la Proposition 3.5 et 

N{e) 

N^,î = j:4fkmie,k), (3.40) 

fe=0 

Oll 

yiel-L/p- L/rhofi 

Alors (3.31) avec p — p{h, s) assure 

et pour obtenir (3.39) il suffit de montrer 

L2 > Li > ^ \N^f^''^ - N^f^''\ < £/4. (3.42) 

Ainsi il suffit de prouver que (3.40') possède une limite quand L — > 00 et le 
fait que pour tout £ > on peut trouver > 0, tels que 



sup 

0<h<he 



ly— >0O 



< CJL. {3A3{k)). 



On peut supposer 7^ = (avec la possibilité d'avoir c^q = 0) et ^ 7^ 
pour k = 1, ...,N{e). Alors (3.43(0)) est évident et pour démontrer (3.43(A;)) 
avec A; > 1 on pose 

d,{t) = mf^^ ^ dist(i7£,fe, 27rZ'^) pour t > 0. (3.44) 

Alors la fonction t — > ds{t) est continue et {t G IR : ds{t) = 0} est discret. 
Ainsi on peut trouver t{e) G [1/2; 3/4] tel que ds{t) > et h{e) > tel que 
t{e) < t < t{e) + h{e) de{t{e))/2, donc il existe p{h, e) G [1/2; 1] n hlN tel 
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que de{p{h,e)) > de{t{s))/2. Pareillement comme au début de cette section 
on peut estimer 

\N^-''''\%,k)\ < 2L-^|e^'^^W^»/2 _ (3.45) 

Ainsi on a démontré que Théorème 1.2 résulte de Proposition 3.5. A 

Preuve de la Proposition 3.5 Soit A = {A^)o<h<i une famille d'espaces 
de Banach A'^. Alors on écrira $ G Cpp(lR'^^; A) si et seulement si $ = 
{^^)o<:h<i est une famille d'applications : IR*^^ — > A'^ telle que pour tout 
£ > on peut trouver N{e) G IN, 7^,^ e JR"^', A^^^ e A'' {k ^ 0, N{e)) tels 
que 

sup sup \\^\z) - Ef-o^^fe \U<s (3.46) 
et supo<,,<i < 00 pour A; = 0,...,N{e). 

Alors il est clair que {z ^ V,%<h<i e Cpp(IR'^i; (-B'^)o</.<i) et le Lemme 3.3 
reste valable également. 

Il reste à suivre la preuve de la Proposition 3.2 en remplaçant Rz, V^, R, 
tSp/m par (iî^)o<ft<i, (V;'')o<ft<i, ((-A'' + Ao/)-^)o<ft<i et (i3j/„)o<ft<i respec- 
tivement. A 

4 Preuve du Théorème 1.5 

On note par T l'opérateur unitaire sur L^(IR'^) donné par la formule 

{J^^){^) = (27r)-'^/2 f e^^-«(^(x) dx pour ip e L' n L^IR'^) (4.1) 

et on introduit la bijection isométrique J^^ : l'^{h'E.'^) L'^{[—n/h; n/h[^) 
par la formule 

(jr'^<^)(^) = (/i/27r)'^/2 ^ e"'''<ip{hn) pour (p e H 1^{K7L^). (4.2) 

Lemme 4.1 Soit 9 G Co^(IR'^). On défimt 9^ e f{h'E^) en posant 9^{hn) = 
9{hn) pour n G Z*^. Alors pour tout iV e IN on a 

sup sup h'/'lCl'' \{T%m)\ < oc. (4.3) 

0<h<l ^^[-n/h;TT/h['i 
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Preuve. Pour e IN posons 6% = {—A^)^9^. Il est clair que 




et plus généralement pour tout A?^ G IN on a 

Cn = sup sup \9%{hn)\ < oo, (4.4') 

donc 

|(^'^;^)(OI<(V27r)'^/' E Kihn)\ KC^h-"/'. (4.5) 
De l'autre côté on a (:^'^^^)(0 = MO^i^''^'')iO avec 

Il reste à remarquer que 

e e [-TT/Zi; Tr/Zil-^ ^ lier < ^.(0 < (4.7) 
avec (4.5) impliquent (4.3). A 

On note par l'injection isométrique L^([7r//i; 7r//i['^) — > L^(1R'^), qui 

s'obtient en prolongeant les fonctions par la valeur sur IR'' \ [—Ti/h; n/h^. 
Alors 

J'^V = e L\[-7^/h- 7^/h[') pour ^ G L\^'') (4.8) 

est la formule de l'opérateur adjoint à J^. 
Pour T > on définit xt ^ ^ par la formule 

{XT^m = X[-T-MOv{i) Voui^eL\M''). (4.9) 
Ensuite on définit Pt & B et Pj^ & par 

Pj, = :r*XT:^, = {j^t^YxtJ^J"^ (4.io) 

et on remarque que T>7T/h^P^ = I. 
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Lemme 4.2 SiT' > 1 est fixé, alors 

lim ||(/-PT)ePr'||B =0, (4.11) 

T— *oo 

lim sup - P^)e^P^,\\Bh ^0. (4.11') 
r-»ooo</i<i 

Preuve. Soit §5^^' e '^(-^^([-Tr/^; ^r/ZiR) défini par 

ë^^y, = :r'»(7 - p^)e''p^,{j^''y. (4.12) 

Alors 

(è?^,T'<^)(0= / K^,T'{^,eMe)de, (4.120 

J[-7r//i; 7r//i[d 

K^A^,Û = (l-X[-T;T[40)(V2^)'/'(-^'^^')(e-OX[-T';T'[<^(0- (4-12") 

En vertu du Lemme 4.1 pour T > T' on peut estimer 

I^T,T'(e,r)l < (1 - XI-T;Ti40)Cn(1 + le - ri)-^X[-T';T'[<^(0 

< C^IT - rr^/'(l + le - e1)-^/\[-T'; T'KO- (4.13) 

Si N > d alors on peut estimer 

/ , , ^ d^C],\T-T'\-''{l + \^-ar'' <C'j,\T-T'\-'' 

J[-T';T'[<i J[-7r//i; 7r/h[d 

et pour terminer la preuve de (4.11') on remarque que pour T' fixé on a 

||(/ - PT)Q'^PT'\\Bh = ||QT,r'l|s(L2([-7r/?i;7r/?i[d)) 

< II^T,T'llB2(L2([-7r//»; ^ Q^and T ^ OO. 

La preuve de (4.11) est semblable: 9 G Co°°(lR'^) assure le fait que est à 
décroissance rapide, c'est-à-dire pour tout e IN il existe > telle que 

|-^^^(0I<C7^.(1 + |Ç|)-^ (4.14) 
et définissant l'opérateur 0r,T' = ^{I — Pt)QPt'^* on trouve l'expression 

(ëT,T'm) = / , kt,t'(^, eMe) de, (4.15) 

KT,T'{^,e) = (1 - X[-T;Mm^rr)-'^'iJ'0)i^ - ÛXl-T' Mû, (4.15') 
permettant d'appliquer le même raisonnement qu'auparavant. A 
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Lemme 4.3 On suppose 9 G C^(]R'^) et Q, Q'^ comme dans Corollaire 2.4. 
On pose 

ë = jrejr*, ë'^ = (4.16) 

V = TVT\ = JhT^V^{J^T^y. (4.17) 

Alors pour tout T' > on a 

lim||(ë-ë'^)XT'||B =0, lim||(y-y'^)xT'||B =0. (4.18) 
Preuve. Soit £ > 0. On va montrer qu'il existe > tel que 

sup ||(ë-ë'*)xT'||B < £■ (4.19) 

0<h<he 

Mais Lemme 4.2 assure qu'il existe T — T{e) > T' tel que 

1 1 (/ - XT)èxT' \\b = - Pt)QPt'\\b < (4.20) 

11(7 - XT)êV'l|B = ||(/ - P^)e'P^,\\B>^ < e/3, (4.20') 
donc pour obtenir (4.18) il suffit de prouver 

sup ||xT(è-ë'^)xT'||B<£/3 (4.21) 

0<h<hs 

On peut supposer que h <h^ < tt/T < ttT'. Alors 

(XT(ê'^ - Q)XT')v{0 = ^T,T'(e, de, (4.22) 

^T,T'(e,0 = (27r)-''/^X[-T;T[c<(0(/^'-^'^'--^^)(e-OX[-T';T'[c<(r)- (4.22') 

Ensuite on remarque que 

lim i?^_^,(e, a = pour e, e e IR'- (4.23) 

En effet, pour tout ^ G M'' on a h'^T^e^\() J^0{^) quand h ^ 0, parce 
qu'il s'agit de la suite des sommes de Riemann de l'intégrale de la fonction 
appartenant à C^{JR'^). 
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Pour terminer la preuve de la première assertion (4.18) on remarque qu'il 
existe Cq > telle que |-ft^r,T'(C) I — C'oX[-r; Tp<i(Ç, Ç')' alors le théorème de 
la convergence dominée de Lebesgue permet de conclure que (4.23) implique 

limsup ||xt(0 - Q^)Xt'\\1 < limsup ||xt(0 - 0^)Xt'|Ib2 

h^O h-*0 



Pour terminer la preuve de la deuxième assertion (4. 18) on doit trouver > 
tel que 

sup \\{V-V'')xT'\\B<e. (4.24) 

Le Lemme 2.4 assure l'existence de N{e) G N, 7^,^ e H*, Ve,k e C^{JR'^'), 
k — 1, N{e) tels que l'on ait | — K| |b < ^/S avec 

N{e) 
k=l 

OÙ e^^_, G B{L\1R'^')), Ve,k e i3(L2(]R'^2)) g^^t donnés par 

(e^,_,(^i)(xi) = e^^i^^.Vi(^i) pour (^1 e L2(IR''i), 

{Ve,k^2){x2) = Ve,k{x2)'^2ix2) pOUr (^2 £ L^(1R'''). 

Alors on a également — V^\\sh < s/3 avec 

JV(£) 

fe=i 

où e';^^ e B{l\hX'^')), e B{l\hX'^^)) sont donnés par 

(e!;^^^i)(/ini) = e^''"^^^.Vi(^^i) POur e Z^^^^'^i)^ 

(V;^(^2)(/in2) = Ve,k{hn2)<f2{hn2) pour (^2 e h'^{hT^^). 
Ainsi au lieu de (4.24) il suffit de prouver 

sup \\{V-V'')xT'\\B<e/3 (4.25) 

0<h<he 
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avec 

Ensuite on remarque que — Ti® ^2, où pour j = 1, 2, est l'opérateur 
unitaire sur L^(]R^^) donné par la formule 

i^mm) = (27r)-'^^/' L. e^'^r^^cpjixj) dxj pour e L^JR''^) 
et introduisant V^^^fc = ^2K,fc-^2 on trouve 

k=l 

où (T^^^v^2)(a;2) = V'2(a;2 - le,k) pour e iv2(lR'^2^. 

De manière analogue J^^ = J^^^J^^ avec J^j^ : f{hT^') L^{[-7r/h; T:/h[^^) 
pour j = 1, 2, est donné par la formule 

= (VStt)'^^/^ E e^''^^-«^(^,(/in,) pour/,e/in/2(/.Z'^^) 
et introduisant V^^^ — ^2^^,kiJ^ -^2)* trouve que pour h < n/T on a, 

fc=i 

où Xr^ e B(L^(]R'^^) avec j = 1, 2, est donné par la formule 

Cependant la démonstration de la partie (a) donne également 

lim - V^i)x?^||B(L^(R^.)) = (4.26) 

et compte tenu de 

k=i 

il est clair que (4.25) résulte de (4.26). A 
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Lemme 4.4 Soit Aq > 1 + 2||y|| et posons 

R^{-A + V + XoI)-\ R^^{-A^ + V^ + XoI)-\ (4.27) 
R = J'RT*, R^ = f'J^''V'\J^r)*. (4.28) 
Alors lim^^o \\R - R^\ \b = 0. 

Preuve. Compte tenu de les expressions 

oo oo 

R = R„j2i-vRo)\ i?" = ^(-y'^^^)^ 

k=0 k=0 

OÙ on a désigné 

il suffit de montrer 

limll^-^'^llB =0, limllV^^-y'^^'^IlH =0. (4.29) 

D'abord on montre que pour tout £ > il existe > tel que 

sup 11^- ^''IIb < £. (4.30) 

Q<h<he 

Cependant 

(^o^)(0 = (ieP + Ao)-V(0, 
(i?:V)(0 = X[^./h;./h[AO{MO + Ao)-V(0, 

où i^/i est donné par (4.6) et on remarque qu'il existe Cq > tel que 

||(7-Xr)^o||B= sup (ler + Ao)-' <Co^-^ (4.31) 

h<7r/T ^ \\{I-Xt)R':\\b = sup (^^(^) + Ao)-' < Co^-^ (4.31') 

iem.'^\[-T; r[d 

où la dernière estimation résulte de (4.7). Pour justifier (4.30) il suffit de 
choisir T tel que CqT"^ < e/i et utiliser le fait que 



lim sup MO-\C\' =0. (4.32) 
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Il reste à montrer l'existence de hs > tel que 

sup \\V''Ro - VRoWb < s. (4.33) 

0<h<he 

Soit T tel que 2| |\/| IbCqT"^ < s /A. Si /i^ > est suffisamment petit, alors 
sup \\V''{R':-Ro)\\B<\\V\\B\\B^o-Ro)\\B<elA (4.34) 

0<h<he 

et compte tenu du Lemme 2.3, 

sup \\{V^-V)xT\\B<e/A. (4.35) 

0<h<he 

Pour obtenir (4.33) on estime 

\\V''Ro-VRo\\b< \\V''{&1-Ro)\\b+ 

||(\/'»-\/)xt||b||^o||b + ||v^''-v^||b||(/-xt)^o||b 

et (4.34), (4.35) permettent de majorer la dernière expression par |£ + 

2\\V\\bCoT-'^ <e. a 



Lemme 4.5 Pour démontrer Théorème 1.5 il suffit de montrer que l'on a 



limtr''P^e''{R'')"'e'' = irPrOR^'e. (4.36) 
pour tout T>1 etm>2 + ^. 

Preuve. Compte tenu du Corollaire 2.3 il faut montrer que pour tout £ > 
il est possible de trouver > tel que 



sup 

0<h<he 



irhQhf^H'')Qh _ ijQf^H)Q <e. (4.37) 

D'abord on va montrer qu'il existe T{e) tel que pour T > T{e) on a 

||(/ - P^)Q^'f{H'')e''\\sh < e/4. (4.38) 
En effet, le membre gauche de (4.38) est majoré par Ci(^) + C2(^) avec 

C,{h) = 1 1 (/ - p^)Q'p^, I \\f{H'^)e'^\\^., 
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C2{h) = \\e\l - P^,){\oI - A^)-1||b. ||(Ao/ - à!')B!'\W II^(^')0'1Ibî' 
où on a noté g{\) — (Aq + A) /(A). Puisque 

- P^,){\I - ù.^)-'\\sH = sup |Ao + ^,(e)|-^ <c^'-^ 

ee[-7r/?i; ■K/h[d\[-T';T'[d 

on peut choisir T' suffisamment grand pour assurer C2(^) < s/8 pour tout 
h e]0; 1] et ensuite Lemme 4.2 permet de choisir T suffisamment grand pour 
assurer Ci(^) < s/8 pour tout /i g]0; 1]. 
De manière analogue il est possible de trouver T{e) tel que 

T > T{e) ^ 11(7 - PT)ef{H)e\\B, < £/4. (4.39) 

Dans le deuxième pas on considère une approximation de / par (/£')e'>o 
comme dans la démonstration de Proposition 3.1. Alors il existe Cq > telle 
que pour tout s' > 0, 

\trPTQ{f-h'){H)e\<e'\\{R^rQ\\s, <C^e'. 
Soit e' = £/(8Co). Alors (4.37) résulte de 

sup iT^ Pl^Q^f,,{H'')Q^ - trPTQfe'{H)Q <e/A (4.40) 

0<h<hs 

et on termine la démonstration en observant que (4.36) assure l'existence de 
/i£ > tel que (4.40) soit satisfaite. A 

Preuve du Théorème 1.5 

La démonstration est basée sur les égahtés 

ti PrOR^'ePT =trxT0i?"0XT, 

tr^P^e''{R'')"'e''P^ = trxTQ''{RTQ''XT, 
qui permettent d'écrire (4.36) sous la forme 

lim trxT (è'^iR^rë'' - ëîrë) xt = 0. (4.41) 
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Pour démontrer (4.41) on remarque que 

||Xr(ê'^(^")"^ê'^ - ë^-ë)xT||Bi < Ci{h)+C2{h)+Cs{h) 



avec 



Ci(/i) = ||0"(iî'rikll(è^-è)xr||H, 
C3{h) = \\xT{è'-mB\\îrè\\s,. 



En utilisant 



{R^)"" -R"'= J2 {RT'~\R'' - R)R'^-"'' 

m'=l 

on peut estimer 

m 



m'=l 



\^(m-l)/(m-m') 



avec la convention que l'on utilise la norme II • ||r au lieu de || • ||r, , 

■L II II*-' Il I I '^(m— l)/(m' — 1) 

dans le cas m' = 1 et au lieu de || • | |r, „ dans le cas m' — m. Compte 

M I l*-^(m— l)/(m— m') 

tenu du Lemme 2.2 du Chapitre 3 on a 

SUp \mRT'-'\K..y,^,..,= SUP \\e\RT'~'\K..y,^,..,<00, 
0<h<l ^ ' 0</i<l ^ ' 

et de manière analogue on a 

I I Tym—m'r\ \ \ \ \ rym—m' r\ \ \ ^ 

II I I (m— l)/(m— m') il l l (m— l)/(m— m') 

Ainsi utilisant le Lemme 4.5 on trouve lim/j_»o C2(^) — 0. Pour terminer 
la démonstration on remarque de manière analogue que lim/j_»o Ci(^) — 
lim^-^oCsl^) — résulte de Lemme 4.2. A 
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1^. Approximations discrètes de la 

densité d'états surfacique presque 

> périodique 

o ■ 

m 
(N 

Q '■ 1 Enoncés des résultats 



Soit d = di + d2 avec di, d2 G IN. On identifie x E IR'^ avec {xi,X2) G 
WV^^ xH'^^ et on s'intéresse à l'opérateur de Schrodinger sur L^(]R'^) avec le po- 
■ tentiel continu, presque périodique par rapport xi G H*^^ et décroissant suff- 

isamment rapidement en variable X2 G IR'^^. Plus précisément soit CAPÇIR'^^) 
l'espace des fonctions continues presque périodiques IR"^^ — > C, défini comme 
le plus petit sous-espace fermé de L°°(1R'^^) contenant toutes les fonctions 
exponentielles {xi — > e*''"^^ j^gj^di et soit v : IR"^ — > IR la fonction vérifiant 
les hypothèses 



O 



(Hl) il existe (5o > et C > tel que pour tout {xi,X2 on ait 

><■ 

\V{XI,X2)\<C{1+\X2\)-'^'-^' (1.1) 

(H2) la formule X2 f (-, X2) définit l'apphcation continue IR'^^ CAP(1R'^^), 
011 CAPiJR'^^) est défini comme au dessus avec la norme héritée de L~(1R'^^). 

Sur l'espace de Hilbert L^(1R'^) on considère l'opérateur auto-adjoint 

H = -A + V, (1.2) 

011 A est l'opérateur de Laplace et 

{Vip){x) = v{x)ip{x) pour ifi G L'^iU'^). (1.2') 
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Si Z C IR'^ alors xz '■ IR"' {0, 1} désigne la fonction caractéristique de Z 
et pour L, L' > soit Xl l'opérateur défini sur L^(1R'^) par 

iXLV){x) = X[-L; L['iix[-L'; L'['i2{x)(p{x) pOUr ip G L^(IR'^). (1.3) 

Alors il est bien connu que pour toute fonction test / G C^(]R) les opérateurs 
Xi'/(— A) et Xl Î{H) appartiennent à la classe d'opérateurs à trace sur 
L^(]R'^) et on peut introduire 

TVf = (2L)-'^^tr^.(„,.)xi'(/(i^) - /(-A)). (1.4) 

Dans la Section 3 on donnera la preuve de 

Théorème 1.1 On suppose que le potentiel de l'opérateur de Schrôdinger 
H vérifie les hypothèses (Hl) et (H2). Alors pour toute fonction f G C^(IR) 
il existe la limite thérmodynamique 

N{f, H) =lim Nt{f,H). (1.5) 

La distribution / — > N{f, H) s'appelle la densité surfacique d'états de H 
et on donnera la preuve du fait qu'elle est la limite des densités surfaciques 
d'états des opérateurs aux différences finies H'^ agissant sur le reseau /iZ*^ = 
{/in e IR"* : ne Z'^} de taille h g]0; 1] quand h ^ Q. 

Plus précisément soit P{h'Z.'^) l'espace de Hilbert dont les éléments sont les 
applications (p : /iZ*^ — > C telles que 

ll<^IU = (E l<^(Mr)'^'<oo (1.6) 

et dont le produit scalaire est donné par la formule 

{¥>,i')H= E ^{hn)ïï}m). (1.6') 

Alors le laplacien discret agit sur ip e t^ifiE!^) selon la formule 

( aV) (M = E ^^^^ ^ ^^'^ ~ ^'^^^^^ ^ ^^^^ ~ ^^"^ (1 7) 
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où Cl = (1, 0, 0), . . . , = (0, 0, 1) est la base canonique de ]R°' et soit 

^ _^h ^ yh^ ^^ g^ 

OÙ est défini à l'aide du potentiel v par la formule 

(y^^){hn) = v{hn)<f{hn) pour ip e l^iKÏÏ.^). (1.8') 
Par analogie au cas continu on définit 



(1.40 

oii Shk{hn) = si n 7^ et 8hk{hk) = 1. Alors on a 

Théorème 1.2 On suppose que est donné par (1.8) avec v vérifiant les 
hypothèses (Hl) et (H2). yl/ors ]?our toute fonction f G C^(IR) existe la 
limite thermodynamique 

N{f,H'^) = \im Ntif,H^). (1.9) 

L— >oo 

De p/us pour tout e > on peut trouver L^, > tels que 

sup sup N{f,H^)-Ntif,H^) <e. (1.9') 

L>Ls 0<h<he 

En ce qui concerne les preuves présentées dans la suite, les résultas de 
Théorème 1.1 et 1.2 concernant la famille des pavés [—L; seront obtenus 
grâce à l'étude des pavés [— L; L['^^x[—L'; L'['^^. En particulier on prouvera 

Théorème 1.3 Soit f G C^(IR) etL' >1. Alors les limites 

7V^'(/, H) = lim iVf '(/, H), 7V^'(/, H'^) = lim iVf (/, H^) (1.10) 

_L— >oo L— >oo 

existent et pour tout e > on peut trouver L^, /i^ > te/s gue 

sup sup N^'{f,H'')-Nt'{LH'^) <e. (1.10') 

L>Le 0<h<hs 

De plus il existe une constante C > telle que pour tout L' > 1 on ait 

\N'^'if,H)-Nif,H)\ <CL'-'", (1.11) 
sup \N^'{f,H'') - N{f,H'')\ <CL'-^°. (1.11') 

0<h<l 
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Il est également possible de retrouver N{f, H) et N{f, H^) utilisant le procédé 
suivant 

Théorème 1.4 Soit / G C^(IEl) etL>l. Alors les limites 

N^if, H) = Uni iVf (/, H), NlU\ H^) = lim < (/, H^') (1-12) 

existent et on peut trouver une constante C > telle que pour L,L' > 1 on 
ait 

\Nj:'{f,H)-NL{f,H)\ < CL'-'\ (1.12') 
sup |7Vf(/, H^) - N^if, H')\ < CL'-'\ (1.12") 

0<?i<l 

Si l'opérateur xT défini sur L^(1R'^) par la formule 

ixTv){x) = X[-L;L[rfix]R<^2(2^)¥'(^) pour V e L'^i'SV^), (1.13) 

alors xT{f{H) — /(—A)) appartient à la classe d'opérateurs à classe sur 
L^(]R'^) et on a les expressions 



Nr.{f, H) = {2L)-'^ trxTifiH) - /(-A)), (1.14) 
1 

(2L)« 



où la série (1-14') converge absolument. De plus on a 



(1.14') 



N{f, H) = lim 7V^(/, H), N{f, H^) = lim 7V^(/, H^) (1.15) 
et pour tout e > on peut trouver L^, > tels que 



sup sup 

L>Le 0<h<he 



NL{H\f)-N{H\f) <e. (1.15') 



Enfin dans la Section 4 on prouvera 

Théorème 1.5 Pour toute fonction f G C^(IR) on a 



N{f,H) = ]imN{f,H^). (1.16) 

h—^0 



Le résultat du Théorème 1.5 permet d'obtenir 

Théorème 1.6 (a) On désigne par snpp N{-, H) (respectivement snpp N{-, H^)) 
le support de la distribution f N{f,H) (respectivement f N{f,H'^)). 
Alors 

suppN(-,H) ^{XeWi: limdist (suppA^(-, A) =0}. (1.17) 

(b) On désigne par cf{H) (respectivement a{H^) ) le spectre de V opérateur H 
(respectivement ) . Alors 

a{H) = {A e M : lim dist {a{H''), A) = 0}. (1.18) 

h—*0 

(c) On a 

(T{H^)r\\ - oo; 0[ = supp N{-, H^)r\\ - oo; 0[, (1.19) 

(T{H)r\] - cx); 0[ = supp iV(-, H)r\] - cx); 0[. (1.19') 

On peut remarquer que l'assertion (a) du Théorème 1.6 résulte immédiatement 
du Théorème 1.5 et l'assertion (b) résulte des propriétés obtenues au cours 
de la preuve du Théorème 1.5. Ensuite (1.19) a été démontré par Charour 
[??] et utilisant (1.19) avec (1.17), (1.18) on obtient (1.19'). 



2 Idées de base 

Soit i3(7i) l'algèbre des opérateurs bornés sur l'espace de Hilbert Ti et soit 
Bi{7i) l'idéal des opérateurs à trace. Si {ej)jç.j est une base orthonormée 
de l'espace de Hilbert séparable V, (c'est-à-dire J est dénobrable), alors par 
définition A e Bi{n) 

tr^^l = E (^e,' Cj)^ pour A G i3i(7i). (2.1) 

Si p > 1 alors par définition A e Bp{n) ^ {A*A)p/'^ e Bi{n) et 

\\A\\s,in) = {trn{A*Ar/'fr (2.2) 

On abrège 

B = i3(L2(lR'^)), B'' = Bil^KE")), (2.3) 
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Bp = Bp{L\JR^)), Bi = B,{l\h7l.')), (2.3') 
trL2(Kc^) A^trA, tr;.(^2.) A'' = tr'^ A\ (2.3") 
En introduisant l'opérateur x^'^ e B^ défini par 

{XL^''P){hn) = X[-L;L[''ix[-L';L'[d2{hn)(p{hn) pour ip e f {h'Z.'^) (2.4) 

et utilisant le fait que (^/ifc)^^^^ est une base orthonormée de /^(/iZ'^) on 
trouve l'expression 

Nt'{f,H^) = (2L)-'^Hr''xL'^'(/(^') -/(-A'^))- (2.5) 

Dans la suite on considère le pavé unité C{y) — {x E H*^ : x — y E [0; If*^} 
pour y G M'^ et on définit Xy ^ ^, Xy ^ ^'^ P^r 

iXy'P){x) = XCiy){xMx) pOUr if G L2(]R'^), (2.6) 

(x»(M=Xc(y)(M</'(M pour(^eZ2(/iZ'^). (2.6') 

Soit /C un ensemble (à préciser plus tard) et on suppose que £ L°°(iR'^) 
est réelle pour tout k E K. On va étudier les opérateurs auto-adjoints 

i/, = -A + K, H^^ = -^'' + V!: (2.7) 

{V,ip){x) = ^;«(x)(/^(x), (KV)(M = ^;k(M</'(M- (2-7') 
L'énoncé du résultat clé pour la suite est le suivant 

Proposition 2.1 Soit f G C^(IR) et {H^)i^^ic donnés par (2.7). 
(a) On suppose qu'il existe Cq > telle que 

\\V,\\b= sup \v,{x)\ <Co (2.8) 

pour tout K E K.. Alors il existe une constante C > telle que 

\\XyfW\W + \\xif{H!:)\\s.<C (2.9) 

pour tout K, e IC, y e M!^ et < h < 1. 
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(b) Soit ô > 0. On suppose 

Ms,n,K'^ SUp {1 + \X2\Y\V^{XI,X2) -V^,{xx,X2)\ < OO. (2.10) 
(a;i,a;2)eIR'* 

Alors il existe > telle que 

\y2\'\\X(y..y.){fiH.) - f{H.'))X(yuy.)\\B, < CsM^,,,,., (2.11) 
b2|'llX(....)(/(^') - fiH!:>My,,yJ\Bl < CsMs,.,.> (2.11') 

pour tout k' E K,, y E M!^ et < h < 1. 
Alors la Proposition 2.1 implique 

Corollaire 2.2 (a) Il existe une constante Co > telle que 

sup |7VfH/, H) - Nt%f, H)\ < Co{L^'° + L^'"), (2.12) 

L>1 

sup sup |7V^^(/, H^^) - N^'if, Hf^)] < CoiL-'" + L"^"). (2.12') 

L>1 0<h<l 

(b) Les Théorèmes 1.1, 1.2 et 1.4 résultent du Théorème 1.3. 

(c) Il existe une constante C > telle que pour tout L, L' >1 on ait 

snp |A^f;,(/, H) - Nfif, H)\ < CL~\ (2.13) 

0<p<l 

sup sup |7Vf; (/, H) - Nè\f, H)\ < CL-\ (2.13') 

0<p<l 0</i<l 

Preuve, (a) On suppose L2 > Li. Alors 

Ntif. H^) - N^lKL H^) = (2L)-'^Hr'^(x^'^^ - Xl'^^)(/(^') - /(-A'^)). 

(2.14) 

On introduit 

A(L, Li) = (Z<^i n [-L; L['^i) x (Z'^^ \ [-{L, - 1); L, - 1['^^) (2.15) 
et on remarque que 

E X;(Xl'^^-Xl'^^)- (2.16) 

î/eA(L,Li) 



Cependant utilisant Proposition 2.1 avec Vj} = V^, Vj^i = on voit que 
Ms^k,k' < oo avec 5 = et 5 = + et (2.11') permet d'estimer 

Xl,y.){xi'' - xi''){f{H') - f{-A^))\ < C{1 + \y2\)-'^-'°, 

donc la valeur absolue de (2.14) est majorée par 

sup J2 C{l + \y2\)-'''-^' <CiL:[^°. 

y^^^"^ {î/2ez''2: \y2\>Li-i} 

(b) D'abord on va vérifier que le Théorème 1.2 résulte du Théorème 1.3 et du 
Corollaire 2.2(a). Pour obtenir l'assertion du Théorème 1.2 on doit montrer 
que pour tout £ > il est possible de trouver L^, > tels que 

L2>Li>L,^ sup \Nt!if,H'')-N}:l{f,H'')\ < s. (2.17) 

0<h<he 



Soit Co > la constante du Corollaire 2. 2 (a) et L'^ tel que CqL'^^" < e/S. 

Ensuite l'assertion du Théorème 1.3 permet de trouver > L'^ et > 
tels que 

\N^^{f, H^) - N'^'^if, H')\ + |7V^H/, H') - Nt^if, H^)\ < ^ (2.18) 
pour < h < h^. Ainsi (2.18) et (2.12') imphquent 

\Nj:-^{f,H^)-N}:i{f,H')\ < \Ni:^{f,H^)-Ni:^{f,H'^)\+ 

l<k<2 

pour L2 > Li > L^, < h < hf, et il est clair que l'assertion du Théorème 
1.1 s'obtient du Théorème 1.3 et du Corollaire 2.2(a) de manière analogue. 
En ce qui concerne Théorème 1.4, il est évident que l'assertion du Corollaire 
2.2(a) implique l'existence des limites (1.12) et les estimations (1-12'), (1.12"). 

Ensuite pour justifier {f{H) — /(— A))x|° G Bi on remarque que la suite 
{{f{H) — f{—A))xL )L'e]N est Cauchy dans Bi et sa limite dans Bi coincide 
avec if {H) - f{-A))xf car \mvL'^oo\\xt^ - XlVII = pour tout iç G 
L^(1R'^). De la même manière on trouve que {{f{H^) - f{-à!^))xL )L'&m 
converge dans B\ vers {f{H^) - /(-A'*))xl'°°, où 

{XL°°^){hn) = X[_L;L[dixR'i2(M¥'(M pour (p G l'^{hT^). (2.19) 
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Ainsi on a 

Nr^if,H'^) = (2L)-'^Urx^'~(/(i/'^) - /(-A'^)) (2.20) 

et par conséquent la série (2.14') converge absolument. Finalement pour tout 
£ > il existe L'^ > tel que 

L<L'^^ sup sup \NL{f, H^) - Ntif, H^)\ < CoL'-'° < s/2, 

0<h<l L>1 

donc (1.15") résulte de (1.9'). 

(c) Soit A'(L) = Z'^i n ([-(L + 2); L + 2]'^' \ [-{L - 1); L- 1]'^'). Alors 

2/eA'(L)xZ''2 

et compte tenu du fait que card A'(L) < CqL'^^^ on a peut estimer le membre 
gauche de (1-13') par 

CL-' sup Y. IIX(.i,..)(/(i^')-/(-A'^))X(,„,,)||Bi 

< E (1 + 1^2!)-''^-^° < CL-\ A 

Corollaire 2.3 Pour prouver Théorème 1.5 il suffit de montrer que pour 
toute fonction G Co°°(IR'^) on a 

^mye'\f{H')-f{-A'^)) = tr0(/(if) - /(-A)), (2.22) 

OÙ © et sont les opérateurs de multiplication 

{Qip){x) = 9{x)ip{x) pour (p e L'^ÇSR'^), (2.23) 
{e^ip){hn) = e{hn)ip{hn) pour ip G t^iKT^). (2.23') 
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Preuve. L'assertion du Thcorcmc 1.4 sera démontrée si on montre que pour 
tout £ > il est possible de trouver L^, > tels que 

L>L,^ sup \Nt{f,H'^)-Nt{f,H'^)\ < s. (2.24) 

0<h<hs 

Soit Co > la constante du Corollaire 2.2(a) et tel que CqL^^° < e/8. 
Ensuite pour L > on peut choisir 9l G C^{Ii'^) telle que < 9l <1,0l ^ 1 
sur [— L; L[^ et supp^^ C [—L — 1; L + ![''■. On introduit les opérateurs Ql 
et Q'i définis par 

{eL^){x) = 9LixMx) pour if G L^JR''), 

{Ql(p){hn) = eL{hn)ip{hn) pour cp e P{h'^'^) 
et on montre qu'il est possible de choisir tel que 

L>L,^ sup \Nè{f,H^)-tr'^e1ifiH^)-fi-A^))\ < s/A, (2.25) 

0<h<he 

L>L,^\Nè(f,H)-trer^(f(H)-f{-A))\ < s/A. (2.25') 
En effet pour obtenir (2.24) on remarque que 

2/6A(L,L)U(A'(L)xZ''2) 

oii A(L, L) et A'(L) sont comme dans la preuve du Corollaire 2.2. Alors de 
la même manière on trouve 

E (e^ - xiVyim') - f{-A'^))\ < CoL-'\ 

2/eA'(L)xZ'*2 

E Itr" {01 - Xl'^)xÎ(/(^^') - /(- A'^)) I < CiL-i 

yeA{L,L) 

et (2.25) est assuré si manière analogue on obtient 

(2.25') et pour terminer la preuve de (2.24) il suffit de remarquer que (2.22) 
assure l'existence de hg > tel que 



sup 

0<h<he 



i,^e1{f{H^) - fi-A'^)) - trer.{f{H) - /(-A)) < e/2. A 
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Lemme 2.4 Soit e > 0. Alors on peut trouver N[e) e IN, 7^^^ e IR' 
Ve,k e C^iM"^^) pour A; = 1, . . . , N{e) tels que 



d2 



N(e) 
k=l 



< e. 



où e^^^ e B{f{hT^')), V^'^f^ e B{f{hT^^)) sont donnés par 

(e!;^^(^i)(/ini) =e^'*"i^^-Vi(^m) pour (^1 G l^KE.'^'), 

{K%f2){hn2) = Ve,k{hn2)(f2{hn2) pour (p2 e h^{h'ïï.'^^). 

Preuve. Soit £ > et We{xi,X2) = v{xi,X2)9e{x2) où 9^ G C^(]R'^^) est 
choisie telle que < ^£ < 1 et \v{x) — We{x)\ < e/2 pour tout x G IR'^. 
Ensuite on remarque que pour tout s' > il existe S' > tel que 



1X2 — x'ol < Ô' 



SUp \Ws{Xi,X2) - We{Xi,X2)\ < e' 



et utilisant p. ex. les formules de polynômes de Bernstein on peut trouver 
les coefficients CN,y2,v,£ £ Œl tels que pour tout xi G IR''^ X2 G supp^^ on ait 



v{Xi,X2)- v{Xi,y2/N{e))cN{e),y2,v,eX2 



!/2eZ''2nsuppÉ>e 
{i/SZ''2: |,/|<2diJV(e)} 



< 



si N{e) G INF est choisi suffisamment grand. 

Pour terminer la preuve on remarque que v{-, N[e)~^y2) G CAP(IR''^) permet 
de trouver N'{e) et Ce^k,y2 ^ l£,k,y2 ^ ^'^^ pour k — 1,. . . , N'{e) tels que 



We{xi,X2)- Y. Ce,k,y2(i''''^''''-''^Ve,k,y2{x2) 



î/2eZ"2nsupp 
l<fc<JV'(e) 



e 

^2 



avec 



Ve,k,y2[.X2 



Y. CN{e),y2,y,eX20e{x2). 



A 



\u\<2d-i_N{e)} 
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3 Preuve de Théorèmes 1.1-1.4 

La preuve est basée sur l'étude de la famille d'opérateurs (-f^z)2g]Rdi définis 
sur (M'') par la formule 

i/, = -A + K, (3.1) 
{V,^){x) = v{xi + z,X2)^{x) pour ^ e L^iJR"^). (3.1') 
On commence par l'énoncé du résultat clé de cette section : 

Proposition 3.1 Soit f G C^OR), L' el^ etyiE 1L^\ On pose 

<» - E trx(,,,,)(/(i^.) - /(-A)), (3.2) 

2/2 6I-L'; L'f^ 

OÙ I - L'; L'I = Z n [-L'- L'[. Alors u^^ e CAP{WC^'). 

Preuve du fait que Proposition 3.1 implique Théorème 1.1 

Soit T(^z,o) l'operateur de la translation, {T(^z,o)'^){x) = ip{xi — -2, 2:2). Alors 

H ^ T^z,0)HzT^-z,0), X(2/l,2/2) = ^(2/l,0)X(î/i,î/2)^(-2/l,0), (3.3) 

^^^-yi,o)X{o,y2)f{Hyi)T^yi,o) = trx(yi,2/2)/(iï") (3.4) 
et il est clair que 

<'(0)=ii^'(yi). (3.5) 
Ainsi notant par [L] la partie entière de L on peut écrire 

(2^)-'^^ E <'(z/i) =<](/, ^), (3.6) 

yiGl-L;Lfi 

et compte tenu du Corolaire 2.2 il suffit de montrer que pour tout £ > il 
existe > tel que 

L2>L^>L,^ \Nt[{f,H)-N}:'^{f,H)\ < e. (3.7) 

Soit Cl la constante de l'assertion du Corollaire 2.2(c) et soit > e/{4Ci). 
Alors pour obtenir (3.7) il suffit de montrer 

L2>L,>L,^ \Nli^^{f,H) - N(i^^{f,H)\ < s/2. (3.8) 
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Par définition de CAP{JR'^') on peut trouver N{s) G IN, c^^k e (D, 7e,k e R' 



di 



tels que l'on ait 



u^'{z)-u^'{z)\<e/8 



.L'i 



avec 



m; 



Nie) 
k=0 



Alors il suffit de montrer que pour tout £ > 0, la fonction 



(3.9) 
(3.10) 

(3.11) 



yi 



possède une limite quand L — > oo. En effet, la condition de Cauchy pour 
L ^e'm (/' ^) assure l'existence de > tel que 

L2>L,>L,^ Kl.](/, H) - N^;,^^{f, H)\ < s/4 (3.12) 
et (3.9) permet d'estimer 

\N;î^{f,H)-N^;^{f,H)\<e/8 (3.13) 

pour L = Li et L — L2, donc l'incgalitc triangulaire implique (3.8). 
Il reste à justifier que pour tout 7 G IR'^^ la fonction 



i^-%](7) = (2[L]) 



-di 



E 



(3.14) 



yie[-L; Lfi 



possède une limite quand L — > 00. Cependant dans le cas 7 G , 
l'assertion est évidente car 



|1 - %](7)| = |1 - (2[L])-'*k:ard | - L; Lf'\ < C/L quand L ^ 00. 

Il reste à étudier le cas 7 = (7(1), 7((ii)) ^ 27rZ'^^ Si jo G {l,...,d} est 
tel que 7(jo) ^ 27rZ, alors utilisant 



L-l 



j/=-L 



< 



(3.15) 



et |%](7)| = n,ti 
00. A 



E^=iL e'''^^^'^ < 2L-i|e'^(^°) - 1|-^ ^ quand L 
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Avant de commencer la preuve de Proposition 3.1 on va introduire des 
notations auxiliaires. Si A est un espace de Banach, alors Cpp(lR'^^; A) 
désigne l'ensemble des applications $ : IR*^^ — > A telles que pour tout £ > 
on peut trouver N{e) G JN, 7^^^ e IR'^\ A^^k e A {k ^ 1, N{e)) tels que 

sup \mz) - Eri?A,fce^""^'1U < (3-16) 

On remarque que Cpp(]R'^i; A) est un espace de Banach avec la norme 

||$||oo= sup ||$(z)|U. (3.17) 

Lemme 3.2 Si est donné par (3.1'), alors la fonction z —>■ appartient 
àCpp(lR'^i; B). 

Preuve. Soit £ > 0. Alors on a \ \V — Vq^^Wb < e avec V^'^ — 'E,k=o où 
Vs^k désigne l'opérateur de multiplication par v^^ki^) — e*'''^'*^^{;£_fe(x2) comme 
dans la Section 2. Alors 

N{e) 
k=0 

et on a \\V^ - V^^eWs = \ \T[^fi){V - Vo^e)T(z,o)\\B < e. A 

Lemme 3.3 Soit p > 1. Alors Cpp(lR^^; Bp) est un idéal bilatéral de 
l'algèbre de Banach Cpp(lR'^i; B). Sz G Cpp(lR'^i; Bp.) pour j = l, 2, 
alors on a $i$2 e Cpp(lR'^^; Bp) avec p = PiP2/{pi +^2)- 

Preuve. Si <î>j G Cpp(lR'^^; Bp.) et e > 0, alors on peut trouver A'"(£) et 
Ae,k,i e Bp., -fe,k,j elR'^' {k = l,...,Ne) tels que 

^eA^) = T.kïiA,k,é'-'^^''^^ (3.18) 

vérifie \\^j{z) - ^e,j{z)\\Bj,. < £(1 + | |$i| U + ||*2||oo)"^- Puisque 

p ^ ^ + à \ \A,k,lAe,k',2\\Bp < \ \Ae,k,l\\Bp^\\A,k',2\\Bp2, (3.19) 
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on peut trouver et A^^k € I3p, € IR-'^^ {k — 1, Ne"^) tels que 

%,,iz)%^2iz) = J2k=Ae,ke''-^-^ (3.18') 
et on peut estimer \\^i{z)^2{z) - ^e,i{^)^e,2{z)\\Bp par 

||(<î>l(z) - ^sA^))Mz)\\tS, + ||<î>,,i(^)($2(2;) - $e,2(^))||s, < 

||$i(^)-*m(^)IIh.JI*2(^)||b,, + ||$m(^)IIb.JI*2(^)-*.,2(^)||b,, <£. 

On en déduit $i$2 £ C'pp(IFl'^^; -^p) et il est évident qu'en remplaçant Bp. par 
B dans ce raisonnement on trouve que Cpp(IR''^; B) est une algèbre. Enfin 
utilisant le raisonnement analogue avec 

||^£,fc,l^£,fc',2||6p < ||^£,fc,l||B||^£,fc',2||Bp (3.20) 

on trouve que Cpp(IR'^^; Bp) est un idéal à gauche et pareillement 

||^£,fc,l^£,fc',2||Bp < p£,MllBpll^£.fc',2||s (3.20') 

permet de trouver que Cpp(IR'^^; Bp) est un idéal à droite. A 
On utilisera le résultat suivant 

Proposition 3.4 Soit Aq > 1 + 2||V^||e et pour m G INF* on pose 

= i-A + V, + Xol)-"", iR''X' = i-^^ + V!' + XoI)'"'- (3.21) 

Si p > max{m, 1 + |} et N G IN, alors on peut trouver des constantes 
CN,m > telles que Von ait 

iix.^riiB,/. + iix;(^'riiB^ <c,,m, (3.22) 

\\XyKXy'\K^ + Wx^yiRTxl'Ws^^^ < Cn^^ + Iv - t/'l)"^ (3.22') 

pour tout y,y' e'Z.'^ etO < h <1. 
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La preuve de la Proposition 3.4 sera détaillée dans le Chapitre 3. 

Preuve de la Proposition 3.1. 

On fixe mg G IN tel que mo > 1 + f . Soit s > 0. Alors le théorème de 
Weierstrass permet de trouver un polynôme d'une variable réelle, ge{s) = 
E2o Ce,ks'', tel que 



sup 

A>Ao/2 



(A + Ao)"^V(A) - ge ((A + Ao)-^) | < e/Co,mo: (3.23) 



oii Co,m.o est la constante de la formule (3.22). En posant /e(A) = (A + 
Ao)"'"°^£ ((A + Ao)-^) on obtient 

A > Ao/2 ^ ± (/(A) - A(A)) < e{X + Ao)-"^VCo,mo, 

donc 

±trXyifm - fe{H,))Xy < l^^^XyRTXy < S. (3.24) 

Ainsi il suffit de prouver que pour tout £ > la fonction 

N{e) 
k=0 

appartient à CAPÇM!^^). Pour cela on va montrer que les fonctions z 
^y,miz) = XyRT appartiennent à Cpp(lR'^\ i3i) pour m > mo. Plus précisément 
on va établir 

p > max{m, 1 + |} ^ ^y,m e Cpp(]R'^\ B^/^) (3.25(m)) 

par récurrence par rapport à m G IN*. 

On commence par m — 1. On pose R — (—A + Xq!)"^ et 

%,i,N{^)^XyRT.{-V.R)'- (3.26) 

fe=0 

Puisque < 1/2 on peut écrire 

oo 

%M^XyR{i + v.Rr'-XyRT.i-VzR)' (3.27) 

k=0 
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et on trouve 

oo 

||$.,i(^)-$.,i,iv(^)lk<||x.iî|k E l|V;iî|||<2-^||x,i?lk. (3.28) 

k=N+l 

Ainsi pour montrer (3.25(1)) il suffit de savoir que ^y,i,N G Cpp{M.'^^ , Bp). 
Mais les fonctions z — > (V^R)'^ appartiennent à Cpp(IEl'^\S) et XyR ^ ^p: 
donc il est clair que ^y,i.N G Cpp(Œl'^\ -Sp). 

Utilisant le raisonnement par récurrence on suppose que l'assertion (3.25(m)) 
est vraie pour un certain m G IN*. Alors le Lemme 3.3 assure que 

y'el-N; Nf 

et utilisant Proposition 3.4 on peut estimer 

N'>N^ \\%,m+l,N'{z) - %,m+l,N{^)\K^m+i) < 

J2 \\XyRzXy'\\Bp\\Xy'RT\\Bp/^^+r) 
y'el-N'; N'f\l-N; Nf 

< y: Cil + ly-y'ir"-' <C'/N, 

donc ^y,m+i est la limite de la suite {^y,m+i,N)NeTN dans Cpp{JR'^\Bp/^„i+i))- 
A 



Proposition 3.5 Soient f G C^{M), L' e JN, p > et yi e On pose 



'''^'^■''-tT'^xii:{f{H^)-f{-A% (3.29) 



où Xplyî £ défini par la formule 



ix),',yM{hni,hn2) = Xe{yuv2){hni/ p,hn2)^{hni,hn2) (3.30) 

y2el-L'; L'f'i 

pour {ni, 712) e Z'^i X Z'^^ ^ ^ f{h'E.'^). 
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Si e > 0, p e [|; 1] alors on peut trouver N{e) G IN, c^;-^ e (D, 'ye,k e M''' 
(k = 0, . . . , N{e) ) tels que 



sup sup 



h,L' 
p,0 



u 



N{e) 
fc=0 



<£/8, 



0</i<l 



Preuve du fait que Proposition 3.5 implique Théorème 1.2 
Au début on observe que pour p G hM.yi e Z"^^ on peut écrire 

<'o'(pyi) = tr'^r(^p,,o)xS:(/(^pV) - /(-A'^))r(^,„o), 

où T^'^^^ Q-j est l'opérateur de la translation, 

{T['^^^o^ip){hn) = <p{hni - pyi, /iris) pour (p e Z'(/iZ'^). 
Compte tenu de 

rph h,L' rph T'h rrh rph ttH 

^ {pyi ,0) Xp,0 -l-{-py-,,Q) - Xp,yi , -L {pyi ,0) pyi ^ {-pyi ,0) " 

on obtient 

En introduisant la notation [L]p = p[L/p] on trouve 

yiel-L/p; L/pfi 



et par conséquent 



yi€l-L/p; L/pfi 



(3.31) 
(3.31') 



(3.32) 

(3.33) 

(3.34) 
(3.35) 

(3.36) 



(3.37) 



Compte tenu du Corollaire 2.2 il suffit de montrer que pour tout £ > il 
existe > tel que 



L2>U>L,^ \N^^{f,H^)-N^^{f,H^)\ < s. (3.38) 
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Choisissant Lg assez grand et utilisant Corollaire 2.2(c) on voit que pour 
obtenir (3.38) il suffit de montrer que pour un choix convenable de p{h,e) G 
[1/2; 1] n/iIN on ait 

L,>L,>L,^ lArji;^^^^^^^ (/, H^^) - 7V[i;j^^^^^^ (/, H') \ < e/2. (3.39) 
Soient c^'^, js,k choisis comme dans la Proposition 3.5 et 

N{e) 

N^,î = j:4fkmie,k), (3.40) 

fe=0 

Oll 

yiel-L/p- L/rhofi 

Alors (3.31) avec p — p{h, s) assure 

et pour obtenir (3.39) il suffit de montrer 

L2 > Li > ^ \N^f^''^ - N^f^''\ < £/4. (3.42) 

Ainsi il suffit de prouver que (3.40') possède une limite quand L — > 00 et le 
fait que pour tout £ > on peut trouver > 0, tels que 



sup 

0<h<he 



ly— >0O 



< CJL. {3A3{k)). 



On peut supposer 7^ = (avec la possibilité d'avoir c^q = 0) et ^ 7^ 
pour k = 1, ...,N{e). Alors (3.43(0)) est évident et pour démontrer (3.43(A;)) 
avec A; > 1 on pose 

d,{t) = mf^^ ^ dist(i7£,fe, 27rZ'^) pour t > 0. (3.44) 

Alors la fonction t — > ds{t) est continue et {t G IR : ds{t) = 0} est discret. 
Ainsi on peut trouver t{e) G [1/2; 3/4] tel que ds{t) > et h{e) > tel que 
t{e) < t < t{e) + h{e) de{t{e))/2, donc il existe p{h, e) G [1/2; 1] n hlN tel 
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que de{p{h,e)) > de{t{s))/2. Pareillement comme au début de cette section 
on peut estimer 

\N^-''''\%,k)\ < 2L-^|e^'^^W^»/2 _ (3.45) 

Ainsi on a démontré que Théorème 1.2 résulte de Proposition 3.5. A 

Preuve de la Proposition 3.5 Soit A = {A^)o<h<i une famille d'espaces 
de Banach A'^. Alors on écrira $ G Cpp(lR'^^; A) si et seulement si $ = 
{^^)o<:h<i est une famille d'applications : IR*^^ — > A'^ telle que pour tout 
£ > on peut trouver N{e) G IN, 7^,^ e JR"^', A^^^ e A'' {k ^ 0, N{e)) tels 
que 

sup sup \\^\z) - Ef-o^^fe \U<s (3.46) 
et supo<,,<i < 00 pour A; = 0,...,N{e). 

Alors il est clair que {z ^ V,%<h<i e Cpp(IR'^i; (-B'^)o</.<i) et le Lemme 3.3 
reste valable également. 

Il reste à suivre la preuve de la Proposition 3.2 en remplaçant Rz, V^, R, 
tSp/m par (iî^)o<ft<i, (V;'')o<ft<i, ((-A'' + Ao/)-^)o<ft<i et (i3j/„)o<ft<i respec- 
tivement. A 

4 Preuve du Théorème 1.5 

On note par T l'opérateur unitaire sur L^(IR'^) donné par la formule 

{J^^){^) = (27r)-'^/2 f e^^-«(^(x) dx pour ip e L' n L^IR'^) (4.1) 

et on introduit la bijection isométrique J^^ : l'^{h'E.'^) L'^{[—n/h; n/h[^) 
par la formule 

(jr'^<^)(^) = (/i/27r)'^/2 ^ e"'''<ip{hn) pour (p e H 1^{K7L^). (4.2) 

Lemme 4.1 Soit 9 G Co^(IR'^). On défimt 9^ e f{h'E^) en posant 9^{hn) = 
9{hn) pour n G Z*^. Alors pour tout iV e IN on a 

sup sup h'/'lCl'' \{T%m)\ < oc. (4.3) 

0<h<l ^^[-n/h;TT/h['i 
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Preuve. Pour e IN posons 6% = {—A^)^9^. Il est clair que 




et plus généralement pour tout A?^ G IN on a 

Cn = sup sup \9%{hn)\ < oo, (4.4') 

donc 

|(^'^;^)(OI<(V27r)'^/' E Kihn)\ KC^h-"/'. (4.5) 
De l'autre côté on a (:^'^^^)(0 = MO^i^''^'')iO avec 

Il reste à remarquer que 

e e [-TT/Zi; Tr/Zil-^ ^ lier < ^.(0 < (4.7) 
avec (4.5) impliquent (4.3). A 

On note par l'injection isométrique L^([7r//i; 7r//i['^) — > L^(1R'^), qui 

s'obtient en prolongeant les fonctions par la valeur sur IR'' \ [—Ti/h; n/h^. 
Alors 

J'^V = e L\[-7^/h- 7^/h[') pour ^ G L\^'') (4.8) 

est la formule de l'opérateur adjoint à J^. 
Pour T > on définit xt ^ ^ par la formule 

{XT^m = X[-T-MOv{i) Voui^eL\M''). (4.9) 
Ensuite on définit Pt & B et Pj^ & par 

Pj, = :r*XT:^, = {j^t^YxtJ^J"^ (4.io) 

et on remarque que T>7T/h^P^ = I. 
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Lemme 4.2 SiT' > 1 est fixé, alors 

lim ||(/-PT)ePr'||B =0, (4.11) 

T— *oo 

lim sup - P^)e^P^,\\Bh ^0. (4.11') 
r-»ooo</i<i 

Preuve. Soit §5^^' e '^(-^^([-Tr/^; ^r/ZiR) défini par 

ë^^y, = :r'»(7 - p^)e''p^,{j^''y. (4.12) 

Alors 

(è?^,T'<^)(0= / K^,T'{^,eMe)de, (4.120 

J[-7r//i; 7r//i[d 

K^A^,Û = (l-X[-T;T[40)(V2^)'/'(-^'^^')(e-OX[-T';T'[<^(0- (4-12") 

En vertu du Lemme 4.1 pour T > T' on peut estimer 

I^T,T'(e,r)l < (1 - XI-T;Ti40)Cn(1 + le - ri)-^X[-T';T'[<^(0 

< C^IT - rr^/'(l + le - e1)-^/\[-T'; T'KO- (4.13) 

Si N > d alors on peut estimer 

/ , , ^ d^C],\T-T'\-''{l + \^-ar'' <C'j,\T-T'\-'' 

J[-T';T'[<i J[-7r//i; 7r/h[d 

et pour terminer la preuve de (4.11') on remarque que pour T' fixé on a 

||(/ - PT)Q'^PT'\\Bh = ||QT,r'l|s(L2([-7r/?i;7r/?i[d)) 

< II^T,T'llB2(L2([-7r//»; ^ Q^and T ^ OO. 

La preuve de (4.11) est semblable: 9 G Co°°(lR'^) assure le fait que est à 
décroissance rapide, c'est-à-dire pour tout e IN il existe > telle que 

|-^^^(0I<C7^.(1 + |Ç|)-^ (4.14) 
et définissant l'opérateur 0r,T' = ^{I — Pt)QPt'^* on trouve l'expression 

(ëT,T'm) = / , kt,t'(^, eMe) de, (4.15) 

KT,T'{^,e) = (1 - X[-T;Mm^rr)-'^'iJ'0)i^ - ÛXl-T' Mû, (4.15') 
permettant d'appliquer le même raisonnement qu'auparavant. A 
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Lemme 4.3 On suppose 9 G C^(]R'^) et Q, Q'^ comme dans Corollaire 2.4. 
On pose 

ë = jrejr*, ë'^ = (4.16) 

V = TVT\ = JhT^V^{J^T^y. (4.17) 

Alors pour tout T' > on a 

lim||(ë-ë'^)XT'||B =0, lim||(y-y'^)xT'||B =0. (4.18) 
Preuve. Soit £ > 0. On va montrer qu'il existe > tel que 

sup ||(ë-ë'*)xT'||B < £■ (4.19) 

0<h<he 

Mais Lemme 4.2 assure qu'il existe T — T{e) > T' tel que 

1 1 (/ - XT)èxT' \\b = - Pt)QPt'\\b < (4.20) 

11(7 - XT)êV'l|B = ||(/ - P^)e'P^,\\B>^ < e/3, (4.20') 
donc pour obtenir (4.18) il suffit de prouver 

sup ||xT(è-ë'^)xT'||B<£/3 (4.21) 

0<h<hs 

On peut supposer que h <h^ < tt/T < ttT'. Alors 

(XT(ê'^ - Q)XT')v{0 = ^T,T'(e, de, (4.22) 

^T,T'(e,0 = (27r)-''/^X[-T;T[c<(0(/^'-^'^'--^^)(e-OX[-T';T'[c<(r)- (4.22') 

Ensuite on remarque que 

lim i?^_^,(e, a = pour e, e e IR'- (4.23) 

En effet, pour tout ^ G M'' on a h'^T^e^\() J^0{^) quand h ^ 0, parce 
qu'il s'agit de la suite des sommes de Riemann de l'intégrale de la fonction 
appartenant à C^{JR'^). 
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Pour terminer la preuve de la première assertion (4.18) on remarque qu'il 
existe Cq > telle que |-ft^r,T'(C) I — C'oX[-r; Tp<i(Ç, Ç')' alors le théorème de 
la convergence dominée de Lebesgue permet de conclure que (4.23) implique 

limsup ||xt(0 - Q^)Xt'\\1 < limsup ||xt(0 - 0^)Xt'|Ib2 

h^O h-*0 



Pour terminer la preuve de la deuxième assertion (4. 18) on doit trouver > 
tel que 

sup \\{V-V'')xT'\\B<e. (4.24) 

Le Lemme 2.4 assure l'existence de N{e) G N, 7^,^ e H*, Ve,k e C^{JR'^'), 
k — 1, N{e) tels que l'on ait | — K| |b < ^/S avec 

N{e) 
k=l 

OÙ e^^_, G B{L\1R'^')), Ve,k e i3(L2(]R'^2)) g^^t donnés par 

(e^,_,(^i)(xi) = e^^i^^.Vi(^i) pour (^1 e L2(IR''i), 

{Ve,k^2){x2) = Ve,k{x2)'^2ix2) pOUr (^2 £ L^(1R'''). 

Alors on a également — V^\\sh < s/3 avec 

JV(£) 

fe=i 

où e';^^ e B{l\hX'^')), e B{l\hX'^^)) sont donnés par 

(e!;^^^i)(/ini) = e^''"^^^.Vi(^^i) POur e Z^^^^'^i)^ 

(V;^(^2)(/in2) = Ve,k{hn2)<f2{hn2) pour (^2 e h'^{hT^^). 
Ainsi au lieu de (4.24) il suffit de prouver 

sup \\{V-V'')xT'\\B<e/3 (4.25) 

0<h<he 
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avec 

Ensuite on remarque que — Ti® ^2, où pour j = 1, 2, est l'opérateur 
unitaire sur L^(]R^^) donné par la formule 

i^mm) = (27r)-'^^/' L. e^'^r^^cpjixj) dxj pour e L^JR''^) 
et introduisant V^^^fc = ^2K,fc-^2 on trouve 

k=l 

où (T^^^v^2)(a;2) = V'2(a;2 - le,k) pour e iv2(lR'^2^. 

De manière analogue J^^ = J^^^J^^ avec J^j^ : f{hT^') L^{[-7r/h; T:/h[^^) 
pour j = 1, 2, est donné par la formule 

= (VStt)'^^/^ E e^''^^-«^(^,(/in,) pour/,e/in/2(/.Z'^^) 
et introduisant V^^^ — ^2^^,kiJ^ -^2)* trouve que pour h < n/T on a, 

fc=i 

où Xr^ e B(L^(]R'^^) avec j = 1, 2, est donné par la formule 

Cependant la démonstration de la partie (a) donne également 

lim - V^i)x?^||B(L^(R^.)) = (4.26) 

et compte tenu de 

k=i 

il est clair que (4.25) résulte de (4.26). A 
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Lemme 4.4 Soit Aq > 1 + 2||y|| et posons 

R^{-A + V + XoI)-\ R^^{-A^ + V^ + XoI)-\ (4.27) 
R = J'RT*, R^ = f'J^''V'\J^r)*. (4.28) 
Alors lim^^o \\R - R^\ \b = 0. 

Preuve. Compte tenu de les expressions 

oo oo 

R = R„j2i-vRo)\ i?" = ^(-y'^^^)^ 

k=0 k=0 

OÙ on a désigné 

il suffit de montrer 

limll^-^'^llB =0, limllV^^-y'^^'^IlH =0. (4.29) 

D'abord on montre que pour tout £ > il existe > tel que 

sup 11^- ^''IIb < £. (4.30) 

Q<h<he 

Cependant 

(^o^)(0 = (ieP + Ao)-V(0, 
(i?:V)(0 = X[^./h;./h[AO{MO + Ao)-V(0, 

où i^/i est donné par (4.6) et on remarque qu'il existe Cq > tel que 

||(7-Xr)^o||B= sup (ler + Ao)-' <Co^-^ (4.31) 

h<7r/T ^ \\{I-Xt)R':\\b = sup (^^(^) + Ao)-' < Co^-^ (4.31') 

iem.'^\[-T; r[d 

où la dernière estimation résulte de (4.7). Pour justifier (4.30) il suffit de 
choisir T tel que CqT"^ < e/i et utiliser le fait que 



lim sup MO-\C\' =0. (4.32) 
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Il reste à montrer l'existence de hs > tel que 

sup \\V''Ro - VRoWb < s. (4.33) 

0<h<he 

Soit T tel que 2| |\/| IbCqT"^ < s /A. Si /i^ > est suffisamment petit, alors 
sup \\V''{R':-Ro)\\B<\\V\\B\\B^o-Ro)\\B<elA (4.34) 

0<h<he 

et compte tenu du Lemme 2.3, 

sup \\{V^-V)xT\\B<e/A. (4.35) 

0<h<he 

Pour obtenir (4.33) on estime 

\\V''Ro-VRo\\b< \\V''{&1-Ro)\\b+ 

||(\/'»-\/)xt||b||^o||b + ||v^''-v^||b||(/-xt)^o||b 

et (4.34), (4.35) permettent de majorer la dernière expression par |£ + 

2\\V\\bCoT-'^ <e. a 



Lemme 4.5 Pour démontrer Théorème 1.5 il suffit de montrer que l'on a 



limtr''P^e''{R'')"'e'' = irPrOR^'e. (4.36) 
pour tout T>1 etm>2 + ^. 

Preuve. Compte tenu du Corollaire 2.3 il faut montrer que pour tout £ > 
il est possible de trouver > tel que 



sup 

0<h<he 



irhQhf^H'')Qh _ ijQf^H)Q <e. (4.37) 

D'abord on va montrer qu'il existe T{e) tel que pour T > T{e) on a 

||(/ - P^)Q^'f{H'')e''\\sh < e/4. (4.38) 
En effet, le membre gauche de (4.38) est majoré par Ci(^) + C2(^) avec 

C,{h) = 1 1 (/ - p^)Q'p^, I \\f{H'^)e'^\\^., 
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C2{h) = \\e\l - P^,){\oI - A^)-1||b. ||(Ao/ - à!')B!'\W II^(^')0'1Ibî' 
où on a noté g{\) — (Aq + A) /(A). Puisque 

- P^,){\I - ù.^)-'\\sH = sup |Ao + ^,(e)|-^ <c^'-^ 

ee[-7r/?i; ■K/h[d\[-T';T'[d 

on peut choisir T' suffisamment grand pour assurer C2(^) < s/8 pour tout 
h e]0; 1] et ensuite Lemme 4.2 permet de choisir T suffisamment grand pour 
assurer Ci(^) < s/8 pour tout /i g]0; 1]. 
De manière analogue il est possible de trouver T{e) tel que 

T > T{e) ^ 11(7 - PT)ef{H)e\\B, < £/4. (4.39) 

Dans le deuxième pas on considère une approximation de / par (/£')e'>o 
comme dans la démonstration de Proposition 3.1. Alors il existe Cq > telle 
que pour tout s' > 0, 

\trPTQ{f-h'){H)e\<e'\\{R^rQ\\s, <C^e'. 
Soit e' = £/(8Co). Alors (4.37) résulte de 

sup iT^ Pl^Q^f,,{H'')Q^ - trPTQfe'{H)Q <e/A (4.40) 

0<h<hs 

et on termine la démonstration en observant que (4.36) assure l'existence de 
/i£ > tel que (4.40) soit satisfaite. A 

Preuve du Théorème 1.5 

La démonstration est basée sur les égahtés 

ti PrOR^'ePT =trxT0i?"0XT, 

tr^P^e''{R'')"'e''P^ = trxTQ''{RTQ''XT, 
qui permettent d'écrire (4.36) sous la forme 

lim trxT (è'^iR^rë'' - ëîrë) xt = 0. (4.41) 
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Pour démontrer (4.41) on remarque que 

||Xr(ê'^(^")"^ê'^ - ë^-ë)xT||Bi < Ci{h)+C2{h)+Cs{h) 



avec 



Ci(/i) = ||0"(iî'rikll(è^-è)xr||H, 
C3{h) = \\xT{è'-mB\\îrè\\s,. 



En utilisant 



{R^)"" -R"'= J2 {RT'~\R'' - R)R'^-"'' 

m'=l 

on peut estimer 

m 



m'=l 



\^(m-l)/(m-m') 



avec la convention que l'on utilise la norme II • ||r au lieu de || • ||r, , 

■L II II*-' Il I I '^(m— l)/(m' — 1) 

dans le cas m' = 1 et au lieu de || • | |r, „ dans le cas m' — m. Compte 

M I l*-^(m— l)/(m— m') 

tenu du Lemme 2.2 du Chapitre 3 on a 

SUp \mRT'-'\K..y,^,..,= SUP \\e\RT'~'\K..y,^,..,<00, 
0<h<l ^ ' 0</i<l ^ ' 

et de manière analogue on a 

I I Tym—m'r\ \ \ \ \ rym—m' r\ \ \ ^ 

II I I (m— l)/(m— m') il l l (m— l)/(m— m') 

Ainsi utilisant le Lemme 4.5 on trouve lim/j_»o C2(^) — 0. Pour terminer 
la démonstration on remarque de manière analogue que lim/j_»o Ci(^) — 
lim^-^oCsl^) — résulte de Lemme 4.2. A 
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